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TRƯỜNG THPT PHƯỚC LONG 

TỔ TOÁN 

 

BÀI TẬP TỰ RÈN LUYỆN Ở NHÀ DÀNH CHO HỌC SINH KHỐI 11 

 

GIÔÙI HAÏN CUÛA HAØM SOÁ 

 Giôùi haïn ñaëc bieät 

 Giôùi haïn höõu haïn:  

0

0lim
x x

x x


     

0

lim
x x

C C


  (C laø haèng soá) 

 Giôùi haïn voâ cöïc, giôùi haïn ôû voâ cöïc:  

lim , 0k

x
x k


      

*lim ,k

x
x k N


    vaø k chaün  

*lim ,k

x
x k N


    vaø k leû 

lim
x

C C


    lim
x

C C


  (C laø haèng soá)  lim 0, 0
kx

C
k

x
     

 Quy taéc tính giôùi haïn höõu haïn:  

 Neáu 

0 0x x x x
lim f(x) L ; lim g(x) M
 

   thì  

 
0x x

lim f(x) g(x) L M


      
0x x

lim f(x).g(x) .L M


  

0x x

f(x)
lim

g(x)

L

M
    

(neáu M 0 ) 

 Neáu f(x) 0  vaø 

0x x
lim f(x) L 


  thì L 0  vaø 

0x x
lim f(x) L 


  

 Neáu 

0x x
lim f(x) L 


  thì 

0x x
lim f(x) L 


  

 Quy taéc naøy  vaãn ñuùng khi x   hoaëc x  

 Ñònh lyù : 
-

0 0 0
x x x x x x
lim f(x) L lim f(x) lim f(x) L

  
     

 Quy taéc tính giôùi haïn voâ cöïc:  

 Daïng 
L


 vaø L. : Neáu 

0x
lim f(x) L 0

x
   vaø 


g(x)lim

0x x
 hoaëc 


g(x)lim

0x x
 thì  

0x

( )
lim 0

( )x

f x

g x
    

0

0

0

0

0

x x

x x

x
x x

x x

 neu L 0, lim g(x)  

 neu L 0, lim g(x) -  

lim ( ). ( )
 neu L 0, lim g(x)

 neu L 0, lim g(x)

x
f x g x










   

    


 
   


   



 

 Daïng 
L

0
: Neáu 

0x
lim f(x) L 0

x
   vaø 

0x
lim g(x) 0

x
  thì  

0x

 neu L 0, g(x) 0 

 neu L 0, g(x) 0 ( )
lim

 neu L 0, g(x) 0 ( )

 neu L 0, g(x) 0 

x

f x

g x

  

  

 
  
  

  

Ví duï 1: Tính caùc giôùi haïn sau:  

a)      
22

1
lim 3 5 1 3. 1 5 9

x
x x


          

b) 

2

1 2 1
lim 3

3 2 3x

x

x

 
  

 
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c) 

7

2 1 2.7 1
lim 13

2 2 7 2 2x

x

x

 
 

   
  

Nhaän xeùt: Neáu haøm soá  y f x  xaùc ñònh taïi 0x x  thì 

       
0 0 0

0lim lim lim
x x x x x x

f x f x f x f x
   

     

Ví duï 2: Tính caùc giôùi haïn sau:  

a)  3 3

2 3

2 1
lim 2 1 lim 1

x x
x x x

x x 

  
        

  
 

 vì  
3lim

x
x


  vaø 

2 3

2 1
lim 1 1 0 0 1 0

x x x

 
       

 
 

b)  3 3

2 3

2 1
lim 2 1 lim 1

x x
x x x

x x 

  
        

  
 

 vì  
3lim

x
x


  vaø 

2 3

2 1
lim 1 1 0 0 1 0

x x x

 
       

 
 

c)  4 3 4

4

1 2
lim 2 lim 1

x x
x x x

x x 

  
          

  
 

vì  
4lim

x
x


  vaø 

2 3

1 2
lim 1 1 0 0 1 0

x x x

 
          
 

 

d)  2 2

2 2

1 1 1 1
lim 1 lim 1 lim 1

x x x
x x x x x x x

x xx x  

    
                     

  

2

1 1
lim 1

x
x x

x x

 
      

 
 vì khi x  thì 0x   neân x x    

2

1 1
lim 1 1

x
x

x x

  
         

   

  

vì 
2

1 1
lim , lim 1 1 1 0 0 1 2 0

x x
x

x x 

 
               

 
 

Baøi Taäp 1: Tính caùc giôùi haïn sau:  

a) 
2

x 2
lim( x 5 3 2)x


    b) 
2

x 3
lim (x 2 1)x


     c) 
3 2

x 4
lim (x 4 2 )x x


    

d) 

x 3

3 3
lim

4

x

x




   e) 

3

x 2

x 2
lim

3 2x



 
   f) 

4 3

3x 1

x 4 2
lim

1

x

x

 


  

g) 

x 5

| 2 4 |
lim

2

x

x




  h) 

3 2

x
lim ( x 3x )x


     i) 
3 2

x
lim ( x 3x )x


    

k) 
3

x
lim ( 2 5x 4)x


    l) 
4 2

x
lim (x x 4 3)x


     m) 
2

x
lim ( 9x 5x 4 )x


    

n) 
2

x
lim ( x 4 2 3)x


    p) 
2

x
lim ( 3x 2x+1 )x


    q) 
4 2

x
lim ( 2 5 3 1)x x x


     

Ví duï 3: Tính caùc giôùi haïn sau:  

a) 
 

  22 2 2

2 22 4 2 2 1
lim lim lim

2 2 2 2 2 24x x x

xx

x x xx  

 
   

    
 

b) 

  
  

   
2 23 2

21 1 1

1 2 1 1 23 2 2
lim lim lim 0

1 3 3 2 34 3x x x

x x xx x x x

x x xx x    

         
   

     
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Baøi Taäp 2: Tính caùc giôùi haïn daïng voâ ñònh 
0

0
:  

Daïng 1 (töû thöùc vaø maãu thöùc laø ña thöùc) 

Phöông phaùp: Khi töû thöùc vaø maãu thöùc laø ña thöùc, ta  phaân tích caû töû, maãu thaønh nhaân töû, ruùt goïn. 

Chuù yù: Ta thöôøng söû duïng löôïc ñoà Hoocne ñeå phaân tích moät ña thöùc thaønh nhaân töû.   

a) 
2x 3

3
lim

4 3

x

x x



 
 b) 

2

2x 1

5 4
lim

1

x x

x

 


  c) 

2

2x 2

2 5 2
lim

3 10

x x

x x

 

 
 d) 

4 3 2

2x 1

5 4
lim

2 9 7

x x x

x x

 

 
 

d) 

2

3x 4

12
lim

4 48

x x

x x

 

 
 e) 

3

3 2x 1

1
lim

1

x

x x x



  
 f) 

2

3x 3

2 3
lim

27

x x

x

 


 g) 

3 2

4 2x 3

3 3
lim

6 27

x x x

x x

  

 
 

h) 

3

2x 0

(1 ) 1
lim

2

x

x x

 


 i) 

3 2

2x 1

4 2
lim

3 2

x x x

x x

  

 
 j) 

2

2x 0

1
lim (2 )

3
x

x
  k) 

3 2

x 3

5 5 3
lim

3 9

x x x

x

   


 

l) 

3 2

3x 2

3 2 8
lim

2 4

x x x

x x

  

 
 

Ví duï 4: Tính caùc giôùi haïn sau:  

a) 

  
  

 
  

2
2 2 2 2

2

2 2 2 2 23 3 3

4 4 4 4 4 4
4 4

lim lim lim
9 9 4 4 9 4 4x x x

x x x x x x
x x

x x x x x x x  

        
  

 
        

 

  
  

      
2

2 2 2 23 3 3

3 412 4
lim lim lim

9 4 4 3 3 4 4 3 4 4x x x

x xx x x

x x x x x x x x x x  

   
  

            

 

  2

3 4 7

723 3 3 3 4 4


 

   

 

b) 

   
   

2

2 2 20 0

1 1 3 1 1 3 4 2
1 1 3

lim lim
4 2 4 2 4 2 1 1 3x x

x x x x
x

x x x x x x x
  

      
 


          

 

   

   

 
  

 
  

22 2 2 2

2 20 0 02 2

1 1 3 4 2 3 4 2 3 4 2

lim lim lim
1 1 1 31 1 3

4 2 1 1 3
x x x

x x x x x x x x x

x x xx x x
x x x

    

 
                

      
     

 

 

 
  

 
  

2 2

0

3 4 2 3 0 0 4 2

lim 6
1 1 1 3 0 1 1 1 3.0x

x x

x x


       

   
     

 

c) 

   
   

   
   

2 32 2 33 2 3

3 33 23 31 1 1 33

1 11 1 1
1

lim lim lim
1 1 1 1 1 1

x x x

x x xx x x x
x

x x x x x x x
    

 
          

        
 

 

  
  

3 2 3
33 2 2 33

1 1

1 1
1 1 1 1 3

lim lim
21 1 11 1x x

x x x
x x

xx x
  

  
   

   
  

 

Baøi Taäp 3: Tính caùc giôùi haïn daïng  voâ ñònh 
0

0
:  

Daïng 2 (töû hoaëc maãu chöùa caên thöùc) 
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Phöông phaùp   

- Nhaân caû töû vaø maãu vôùi cuøng moät bieåu thöùc lieân hôïp  

- Ñöa veà daïng1 (neáu caùc bieåu thöùc khoâng chöùa caên cuøng baäc thì ta theâm bôùt ñeå ñöa veà cuøng baäc) 

a) 

2

x 0

1 1
lim

4

x

x

 
  b) 

x 5

11 4
lim

2 1

x

x

 

 
  c) 

2

2x 2

2 1 3
lim

4

x x

x

  


  

d) 
2x 1

7 3 2
lim

2

x

x x

 

 
  e) 

2

3 2x 0

1 1
lim

4 2

x x

x x x

  

 
  f) 

4 3x 4

3 3 4 7
lim

4

x x

x x

  


   

g) 

2

2x 0

1 1
lim

4 16

x

x

 

 
  h) 

2

1
x

3

9 6 1
lim

3 3 2

x x

x

 

 
  i) 

2

3x 2

30 2 5 2
lim

8

x x x

x

   


  

j) 

2

2x 2

3 1 1
lim

3 2

x x x

x x

   

 
 k) 

 
2

x 0

1 4 1
lim

9 3

x x

x

  

 
 l) 

x 1

2 2 1
lim

3 4 5

x x

x

  

 
 

m) 

x 3

2 3
lim

2 2 2

x x

x

 

 
  n) 

3x 1

3 2
lim

7 2

x

x

 

 
  o) 

2

2x 1

4 2 14 2 6
lim

3 5 2

x x x

x x

   

 
 

 p) 
3x 8

2 4
lim

5 13 3

x

x



 
  q) 

2

3x 2

2
lim

6 2

x x

x

 

 
  r) 

2

3x 2

2
lim

2 12

x x

x x

 

 
  

Ví duï 5: Tính caùc giôùi haïn sau:  

a) 

2 23 3
3 2 3 0 3

lim lim lim
112 1 2 0 2

2. 2
x x x

x
x x x

x
x

xx

  

 
       

  
 

 

 

b) 

2
2 2 2 2

2 2 2
1 1 1 1 1 1

2 1
lim lim lim lim

1 1 11
1 1 1

x x x x

x x x
x x x x

x
x x x

x x x

   

 
       

   
  

      
       

     

 

2 2

2 1 2 11 1
1 0 0

lim lim 1
11 1 0

11
x x

x
xx xx

x
xx

 

 
      

       
 

 
 

 

Chuù yù: 
2 x  khi x

x  khi x
x x


  

  
 

c) 

2
2

1 1 11 1 1
1

lim lim lim lim
4 4 44 5

5 5 5
x x x x

x x x x x x
xx x x x

x
x x x

x x x

   

 
      

   
  

      
       

     

 

1 11 1 1 1
1 1 0 2

lim lim
44 0 5 5

55
x x

x
x x

x
xx

 

 
    

      
 

 
 
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d)  
  

 

2 2

2

2

1 2 1 1 2 1

lim 1 2 1 lim

1 2 1x x

x x x x x x

x x x

x x x 

       

    

   

 

     
2

2 2
2 2

2 2 2

1 2 1
2 1 2 1 4 2

lim lim lim
1 2 1 1 2 1 1 2 1x x x

x x x
x x x x x

x x x x x x x x x  

 
                 
           

 

 

2
2 22

2 2 2
4 4 4

lim lim lim
2 1 2 12 1

1 1 1 11 1
x x x

x x x
x x x

x x x xx x
x xx x xx

  

     
          
       

 
           

 

 

22

2 24 4
4 0

lim lim 2
1 2 1 1 0 1 0 01 2 1

1 11 1
x x

x
x x

x
x xx x xx

 

 
           

     
       

 

 

Baøi Taäp 4: Tính giôùi haïn daïng 



 

Chuù yù: 
2 x  khi x

x  khi x
x x


  

  
 

a) 

x

2 1
lim

3 2

x

x




    b) 

3

3 2x

2 4
lim

2 5 6

x x

x x

 

  
  c) 

3

2x

4 5 4
lim

3 25 2

x x

x x

 

  

   

d) 

4 3 2

5 3 2x

3 5 4
lim

2 5 2 10 4

x x x

x x x x

 

   
 e) 

2

3 2x

12
lim

6 9

x x

x x

 

 
   f) 

x

5
lim

5

x

x




 

g) 

2

x

9 1
lim

3 1

x

x




   h) 

2

x

9 1 1
lim

2 1

x

x

 


   i) 

2

x

4 3
lim

3 1

x x x

x

 


 

j) 

2 2

x

4 2 3
lim

3 5

x x x

x

  


    k) 

3 2

5x

(4 1) (3 2 1)
lim

(2 3 )

x x x

x

  


 l) 

3

2x

3 1
lim

3 4 3

x x

x

 

 
 

m) 

2

x

4 1
lim

1 2

x x x

x

  


 n) 

2x

7
lim

14 1 16 1

x

x x x    
 0) 

4x

2 5
lim

2 3 9

x

x x x



  
 

p) 
2x

5 | | 4
lim

2 3 5

x

x x x



   
 q) 

6 4

x

2 3 7 2
lim

4 3

x x x x

x

   


 r) 

2

2x

4
lim

16 3 2

x x

x x x



 
 

Baøi Taäp 5: Tính giôùi haïn daïng:   , 0 x   

Phöông phaùp:  

- Neáu x   thì nhaân lieân hôïp ñeå ñöa veà daïng 



  

- Neáu 0x x  thì quy ñoàng maãu thöùc ñeå ñöa veà daïng 
0

0
 

a)  2

x
lim 2x x x


    b)  2

x
lim 4 4 1 2 3x x x


     c)  2

x
lim 4 2x x x


   
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d)  2

x
lim 1 1x x x


     e)  2 2

x
lim 9 5 3 3x x x


    f)  
x
lim 1x x x


   

g)  3 3

x
lim 1x x


    h) 

x
lim 4x x x x


 
   

 
 i)  

x
lim 4 2x x


     

j)  32 3

x
lim 1x x x


    k)  3 3

x
lim 1x x x


    l)  3 3 2

x
lim 1 2x x x


    

m) 
2x 1

1 2
lim

1 1x x

 
 

  
  n) 

x 0

1 1
lim 1

1x x

 
 

 
    o) 

2x 0

1 1
lim 1

2 1x x

 
 

 
 

p) 
2 2x 2

1 1
lim

3 2 5 6x x x x

 
 

    
 q) 

3x 1

1 3
lim

1 1x x

 
 

  
r) 

2x 2

1 4
lim

2 4x x

 
 

  
 

s) 
2x 2

3 1
lim ( 2)

4

x
x

x





  t) 

4 3x 3

( 3)
lim

27

x

x





   u) 

x 2

( 8 2 2)
lim

2

x

x

 


 

Ví duï 6: Tính caùc giôùi haïn beân traùi, beân phaûi vaø giôùi haïn neáu coù cuûa caùc haøm soá sau taïi ñieåm 

x=x0 

a) 
2

2 1     khi  x 1
( )

4-x         khi  x 1

x
f x

 
 



 vôùi x0 =1. 

Lôøi giaûi:  

Nhaän xeùt:  

- Khi 1x  thì   24f x x    

- Khi 1x   thì    2 1f x x   

Ta coù    
1 1

lim lim 2 1 2.1 1 3
x x

f x x
  

       

   2 2

1 1
lim lim 4 4 1
x x

f x x
  

     

Vì    
1 1

lim lim 1
x x

f x f x
  

   neân giôùi haïn cuûa haøm soá  f x  taïi 1x   toàn taïi vaø  
1

lim 3
x

f x


   

b) 2

2
 khi  x<2

( ) 4

x-1        khi  x 2

x

f x x




 
 

 vôùi x0 =2. 

Lôøi giaûi:  

Nhaän xeùt:  

- Khi 2x  thì  
2

2

4

x
f x

x





  

- Khi 2x   thì    1f x x   

Ta coù  
  22 2 2 2

2 2 1 1
lim lim lim lim

2 2 2 42x x x x

x x
f x

x x xx      

 
   

  
  

   
2 2

lim lim 1 2 1 1
x x

f x x
  

      

Vì    
1 1

lim lim
x x

f x f x
  

  neân giôùi haïn cuûa haøm soá  f x  taïi 2x   khoâng toàn taïi  

Ví duï 7: Tìm caùc giaù trò cuûa tham soá m ñeå haøm soá 

1 1
      khi  x<0

( )

2x+m+1           khi  x 0

x

f x x

  


 
 

coù giôùi haïn taïi 

0x    

Lôøi giaûi:  
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Nhaän xeùt:  

- Khi 0x  thì  
1 1x

f x
x

 
   

- Khi 0x   thì    2 1f x x m    

Ta coù  

 
  

 

 

   

2

0 0 0 0 0

1 11 1 1 11 1
lim lim lim lim lim

1 1 1 1 1 1x x x x x

xx xx x
f x

x x x x x x x
        

 
            

     
  

0

1 1 1
lim

21 1 1 0 1x x

 
   

   
 

 

   
0 0

lim lim 2 1 2.0 1 1
x x

f x x m m m
  

         

Haøm soá coù giôùi haïn taïi 0x   khi    
0 0

1 3
lim lim 1

2 2x x
f x f x m m

  


        

Baøi Taäp 6: Tính caùc giôùi haïn beân traùi, beân phaûi vaø giôùi haïn neáu coù cuûa caùc haøm soá sau taïi ñieåm 

x=x0 .   

a) 

2

2

3 2
     khi  x 1

1( )
-x

                   khi  x 1
2

x x

xf x

  


  





 vôùi x0 =1.  b) 

24
     khi  x 2

( ) 2

       1-2x           khi  x 2

x

f x x

 
 

  
 

 vôùi x0 =2.  

c) 
3

3

9 3
     khi  x 0

( )
x 8 2

                   khi  x 0

x

x
f x

x x

  



 

  
 

vôùi x0=0.  

d) 

2

2

3 2
     khi  x 1

( ) 3 1 1

mx 2                   khi  x 1

x x

f x x x

  


    


 

 vôùi x0 =1.   

Baøi Taäp 7: Tìm giaù trò tham soá m ñeå caùc haøm soá  sau coù giôùi haïn khi 0x x .  

a) 

3

3

2

2x 1-1
     khi  x 0

( ) x

x 2mx                    khi  x 0

f x

m

 
 

 


  

 ; x0=0.    

b) 
2

2

3x 11
     khi  x 5/2

5-2x
( )

m(2x -7x 5)
                 khi  x 5/2

2x 9 10

f x

x





 

 
  

 ; x0=5/2 

 

Ví duï 8: Tính caùc giôùi haïn sau:  

a) 

1

3 2
lim

1x

x

x




 

Nhaän xeùt: Giôùi haïn coù daïng 

0

L
 vì  

1
lim 3 2 3.1 2 5 0
x

x


      vaø  
1

lim 1 0
x

x


   
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Khi 1x   thì 1x   neân 1 0x    

Vaäy 

1

3 2
lim

1x

x

x


 


 

b) 

2

3 2
lim

2x

x

x




 

Nhaän xeùt: Giôùi haïn coù daïng 

0

L
 vì  

2
lim 3 2 3 2.2 1 0

x
x


       vaø  

2
lim 2 0

x
x


   

Khi 2x   thì 2x   neân 2 0x    

Vaäy 

2

3 2
lim

2x

x

x


 


 

Baøi Taäp 8: Tính caùc giôùi haïn daïng 
L

0
 .  

Phöông phaùp:  Tính 

0x

( )
lim

( )x

u x

v x
 vôùi 

0x
lim ( ) 0

x
u x L


   vaø 

0x
lim ( ) 0

x
v x


  

- Tính 

0x
lim ( )

x
u x


, 

0x
lim ( )

x
v x


 

- Xeùt daáu v(x) khi 0x x . Chuù yù: 0 0x x x x    vaø 0 0x x x x    

- Döïa vaøo  daáu cuûa L vaø v(x), ta keát luaän

0x

( )
lim

( )x

u x

v x
   hoaëc 

0x

( )
lim

( )x

u x

v x
   

a) 

x 2

2 3
lim

2

x

x




 b) 

x 2

2 3
lim

2

x

x




  c) 

x 3

2 1
lim

3

x

x




 d) 

x 5

2 3
lim

( 2)( 5)

x

x x



 
 

e) 

2

2x 1

3 2
lim

3 2

x x

x x

 

 
 f)  

2

2x 3

3 2
lim

( 3)

x x

x

 


 g) 

2x 1

3 1 2
lim

( 1)

x

x

 


 h) 

2

x 5

4 5
lim

5

x x

x

 


 

 

HAØM SOÁ LIEÂN TUÏC 

 Ñònh nghóa: Cho haøm soá y=f(x) xaùc ñònh treân khoaûng K vaø 0x K  

 Haøm soá y=f(x) lieân tuïc taïi x=x0   
0 0

0 0
x x
lim ( ) ( ) lim ( ) ( ) 0

x x
f x f x f x f x

 
      

     

0 0

0
x x
lim ( ) lim ( ) ( )

x x
f x f x f x

  
       

 Haøm soá y=f(x) giaùn ñoaïn taïi x=x0   y=f(x) khoâng lieân tuïc taïi x0  

 Haøm soá lieân tuïc treân khoaûng K    y=f(x) lieân tuïc taïi moïi ñieåm thuoäc khoaûng ñoù.  

 Haøm soá lieân tuïc treân ñoaïn [a; b]    y=f(x) lieân tuïc treân (a; b) vaø 

x a x b
lim f(x) f(a);  lim f(x) f(b)

  
  .  

 Ñoà thò cuûa haøm soá lieân tuïc treân khoaûng K laø moät “ñöôøng lieàn” treân khoaûng ñoù.  

 Tính chaát:  

 Haøm soá ña thöùc lieân tuïc treân toaøn boä taäp soá thöïc R, haøm soá phaân thöùc höõu tæ vaø haøm soá löôïng 

giaùc lieân tuïc treân töøng khoaûng cuûa taäp xaùc ñònh cuûa chuùng.  

 Giaû söû y=f(x) vaø y=g(x) laø 2 haøm soá lieân tuïc taïi ñieåm x0. Khi ñoù:  

 Caùc haøm soá  f(x)+g(x); f(x)-g(x); f(x)g(x) lieân tuïc taïi x0.  

 Haøm soá 
( )

( )

f x

g x
 lieân tuïc taïi x0 neáu 0( ) 0g x   

 Neáu haøm soá y=f(x) lieân tuïc treân ñoaïn [a; b] thì  

 f(x) ñaït giaù trò lôùn nhaát treân [a; b] nghóa laø: 0 0x [a;b]:f(x) f(x ), [ ; ]x a b      
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 f(x) ñaït giaù trò nhoû nhaát treân [a; b] nghóa laø: 0 0x [a;b]:f(x) f(x ), [ ; ]x a b      

 Ñònh lyù: Neáu haøm soá y=f(x) lieân tuïc treân ñoaïn [a; b] vaø f(a).f(b)<0 thì toàn taïi ít nhaát 1 ñieåm 

( ; )c a b  sao cho f(c)=0  

Hay : Cho haøm soá y=f(x) lieân tuïc treân ñoaïn [a; b] vaø f(a).f(b)<0. Khi ñoù phöông trình f(x)=0 coù ít 

nhaát moät nghieäm thuoäc khoaûng (a; b).  

Ví duï 1: Xeùt tính lieân tuïc cuûa caùc haøm soá sau taïi 0x x   

a) 
2

3-2x        khi  x 1
( )

2-x         khi  x 1
f x


 



 vôùi x0 =1.  

Lôøi giaûi:  

Nhaän xeùt:  

- Khi 1x  thì   3 2f x x    

- Khi 1x   thì    22f x x   

Ta coù   21 2 1 1f      

   2 2

1 1
lim lim 2 2 1 1
x x

f x x
  

       

   
1 1

lim lim 3 2 3 2.1 1
x x

f x x
  

      

Vaäy      
1 1

lim lim 1
x x

f x f x f
  

   neân haøm soá lieân tuïc taïi 1x    

b) 2

3
    khi  x 3

( ) 4 3

2x+1               khi  x 3

x

f x x x




  
 

 vôùi x0 =3.  

Lôøi giaûi:  

Nhaän xeùt:  

- Khi 3x  thì  
2

3

4 3

x
f x

x x




 
  

- Khi 3x   thì    2 1f x x   

Ta coù  3 2.3 1 7f      

   
3 3

lim lim 2 1 2.3 1 7
x x

f x x
  

       

 
  23 3 3 3

3 3 1 1
lim lim lim lim

3 1 1 44 3x x x x

x x
f x

x x xx x      

 
   

   
 

Vaäy    
3 3

lim lim
x x

f x f x
  

  neân haøm soá giaùn ñoaïn taïi 3x    

Ví duï 2: Tìm caùc giaù trò cuûa tham soá m ñeå haøm soá 

1
        khi  x 1

( ) 3 2

2mx+1              khi  x 1

x

f x x




  
 

 lieân tuïc taïi 

1x  . 

Lôøi giaûi:  

Nhaän xeùt:  

- Khi 1x  thì  
1

3 2

x
f x

x




 
  

- Khi 1x   thì    2 1f x mx   

Ta coù  1 2. .1 1 2 1f m m      
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   
1 1

lim lim 2 1 2 1
x x

f x mx m
  

     

 
  

  
  

 
21 1 1 1 2

1 3 2 1 3 21
lim lim lim lim

3 1 3 2 3 2 3 2
x x x x

x x x xx
f x

x x x x
      

     
  

         
 

 

  
 

1 1

1 3 2
lim lim 3 2 4

1x x

x x
x

x  

  
    


 

Vaäy haøm soá lieân tuïc taïi 1x   khi      
1 1

3
lim lim 1 2 1 4

2x x
f x f x f m m

  
        

Ví duï 3: Xeùt tính lieân tuïc cuûa haøm soá 

2 2
       khi  x<2

( ) 2

1-x                 khi  x 2

x x

f x x

 


  
 

 treân taäp xaùc ñònh. 

Lôøi giaûi:  

Haøm soá coù TXÑ D R   

- Khi 2x  thì    1-x f x  neân haøm soá lieân tuïc treân khoaûng  ;2   

- Khi 2x   thì   
2 2

2

x x
f x

x





 neân haøm soá lieân tuïc treân khoaûng  2;  

- Xeùt taïi 2x    

Ta coù  2 1 2 1f       

 
 2

2 2 2 2

22
lim lim lim lim 2

2 2x x x x

x xx x
f x x

x x      


   

 
 

Ta coù    
2

lim 2 2 1
x

f x f


     neân haøm soá giaùn ñoaïn taïi 2x    

Vaäy haøm soá lieân tuïc treân khoaûng  ;2 vaø  2; ; haøm soá giaùn ñoaïn taïi 2x  .   

 

Ví duï 4: Chöùng minh raèng phöông trình 
3 4 1 0x x    coù ít nhaát 1 nghieäm treân ñoaïn  1;0   

Lôøi giaûi:  

Nhaän xeùt: Ñaët   3 4 1f x x x   , haøm soá xaùc ñònh vaø lieân tuïc treân ñoaïn  1;0  

Ta coù      
3

1 1 4. 1 1 2f         ,   30 0 4.0 1 1f       neân    1 . 0 0f f   neân  f x  coù ít 

nhaát 1 nghieäm treân khoaûng  1;0   

Vaäy phöông trình 
3 4 1 0x x    coù ít nhaát 1 nghieäm treân ñoaïn  1;0  

Ví duï 5: Chöùng minh raèng phöông trình 
3 3 1 0x x   (*) coù ñuùng 3 nghieäm thöïc.  

Lôøi giaûi:  

Nhaän xeùt: Ñaët   3 3 1f x x x   , haøm soá xaùc ñònh vaø lieân tuïc treân taäp soá thöïc R  neân haøm soá lieân 

tuïc treân ñoaïn  3;2   

Ta coù    
3

2 2 3. 2 1 3 0f           

     
3

1 1 3. 1 1 1 0f           

  30 0 3.0 1 1 0f         

  32 2 3.2 1 1 0f        
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- Treân ñoaïn  2; 1  , haøm soá lieân tuïc vaø coù    2 . 1 0f f    neân phöông trình  (*) coù ít nhaát 1 

nghieäm treân khoaûng  2;1  (1) 

- Treân ñoaïn  1;0 , haøm soá lieân tuïc vaø coù    1 . 0 0f f   neân phöông trình  (*) coù ít nhaát 1 

nghieäm treân khoaûng  1;0  (2) 

- Treân ñoaïn  0;2 , haøm soá lieân tuïc vaø coù    0 . 2 0f f   neân phöông trình  (*) coù ít nhaát 1 nghieäm 

treân khoaûng  0;2  (3) 

Töø (1), (2), (3) suy ra phöông trình (*) coù ít nhaát 3 nghieäm phaân bieät.  

Maø  f x  laø haøm soá baäc 3 neân phöông trình (*) coù toái ña 3 nghieäm thöïc.  

Vaäy phöông trình (*) coù ñuùng 3 nghieäm phaân bieät.  

Baøi Taäp 1: Xeùt tính lieân tuïc cuûa caùc haøm soá sau taïi ñieåm x= x0  

Phöông phaùp: 

- Tính f(x0).  

- Tính 

0x
lim ( )

x
f x


 ( hoaëc 

0 0x x
lim ( ); lim ( )

x x
f x f x

  
)  

- So saùnh 

0x
lim ( )

x
f x


 vôùi f(x0). Keát luaän: Haøm soá lieân tuïc taïi x=x0 hoaëc haøm soá giaùn ñoaïn taïi x=x0 

a) 

24
     khi  x 2

( ) 2

       1-2x           khi  x 2

x

f x x

 
 

  
 

 vôùi x0=2. b) 

2

2 2
     khi  x 2

4( )
1

       2
2x-20

x

xf x

khix

  


  
 


 vôùi x0=2.  

c) 

3 10 4
     khi  x -2

2( )
-1

       2
4

x x

xf x

khix

   
  

  


; x0=-2 d) 

3

2

1 1
     khi  x 0

( )

       x m       0

x

f x x

khix

  
 

 


 

; x0=0.  

e) 

3
     khi  x 1

( ) 2

       2           khi  x -1

x

f x x


 

 
 

; x0=-1  f) 

2

1
     khi  x 1

2 1( )

       33 -m x    1

x

xf x

khix




  
 

; x0=1 

Baøi Taäp 2: Xeùt tính lieân tuïc cuûa caùc haøm soá sau treân taäp xaùc ñònh cuûa noù 

Phöông phaùp: Söû duïng tính chaát cuûa caùc haøm ña thöùc, phaân thöùc lieân tuïc treân töøng khoaûng cuûa taäp 

xaùc ñònh, sau ñoù xeùt tính lieân tuïc cuûa haøm soá taïi caùc ñieåm ñaëc bieät. Keát luaän.     

 a)  

2 2 3
     khi  x 3

( ) 3

       5          khi  x 3

x x

f x x

  
 

  
 

.     b) 

2 2
     khi  x 2

( ) 2

       5x-3         khi  x 2

x x

f x x

  
 

  
 

 

 c) 

2

2 4
     khi  x 2

2 5 2( )
-1

          3mx 5           khi  2 x
2

x

x xf x


    

     


  d) 

3 2 2 2
     khi  x 1

( ) 1

       3x m        khi  x 1

x x x

f x x

   
 

  
  

 

 Baøi Taäp 3: Tìm a ñeå haøm soá 

2

2

-3x a a     khi  x 1
( )

     x 3x- 1        khi  x 1
f x

   
 

 

  

a) Lieân tuïc taïi x=1     b) Lieân tuïc treân taäp xaùc ñònh.  
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Baøi Taäp 4: Cho 3 haøm soá 

3(x-1)
     khi  x 1

( ) |x-1|

     a        khi  x 1

f x




 
 

; 

2x-2
     khi  x 1

|x-1|( )

     b        khi  x 1

g x




 
 

  

vaø 

3x 3 3 5
     khi x -3;  x 1

( ) x-1

     0      khi  x 1

x

h x

   
 

 
 

 

1. Tìm a ñeå haøm soá f(x) lieân tuïc treân R 

2. Chöùng minh raèng haøm soá y=g(x) khoâng theå lieân tuïc treân R.   

3. Chöùng minh haøm soá h(x) lieân tuïc treân [ 3; )   

Baøi Taäp 5: Tìm tham soá ñeå caùc haøm soá sau lieân tuïc treân taäp xaùc ñònh 

a) 

3 3 2 2
     khi x 2

x-2( )
1

     ax      khi  x 2
4

x

f x

  


 
  


       b) 

2x -3x     khi x [1; )
( )

     a-1      khi  x (- ; 1)
h x

  
 

 

  

c) 

1 1
     khi x 0

x( )
4-x

     m      khi  x 0
x 2

x x

f x

   


 
  
 

     d) 

sinx     khi x [- ; ]
2 2

( )

     ax b      khi  x (- ;- ) ( ; )
2 2

h x

 

 




 
     


 

Baøi Taäp 6: Chöùng minh phöông trình f(x) coù nghieäm treân ñoaïn [a; b] 

Phöông phaùp: aùp duïng ñònh lyù: “Cho haøm soá y=f(x) lieân tuïc treân ñoaïn [a; b] vaø f(a).f(b)<0. Khi ñoù 

phöông trình f(x)=0 coù ít nhaát moät nghieäm thuoäc khoaûng (a; b)”. Cuï theå nhö sau: 

- Ta caàn tìm 2 soá a, b sao cho f(x) lieân tuïc treân [a; b] vaø f(a).f(b)<0.  

- Aùp duïng ñònh lyù treân ñeå keát luaän pt coù ít nhaát moät nghieäm thuoäc khoaûng (a; b) 

Chuù yù: Neáu pt coù chöùa tham soá thì choïn a, b sao cho f(a), f(b) khoâng coøn chöùa tham soá hoaëc chöùa 

tham soá nhöng coù daáu khoâng ñoåi hoaëc f(a).f(b) chöùa tham soá nhöng tích f(a).f(b) luoân aâm.  

1. Chöùng minh pt: 3x
3
+2x-2=0 coù ít nhaát 1 nghieäm treân ñoaïn [0; 1].  

2. Chöùng minh pt: 4x
4
+2x

2
-x-3=0 coù ít nhaát 2 nghieäm treân (-1; 1) 

3. Chöùng minh pt: 2x
3
-10x-7=0 coù ít nhaát 2 nghieäm.  

4. Chöùng minh 2x
3
-6x+1=0 coù 3 nghieäm treân (-2; 2) 

5. Phöông trình x
4
-3x

2
+1=0 coù nghieäm hay khoâng trong khoaûng (-1; 3)?  

6. Chöùng minh pt: x
3
-3x+1=0 coù 3 nghieäm phaân bieät.  

7. Chöùng minh phöông trình x
5
-5x-1 coù ít nhaát ba nghieäm.  

Baøi Taäp 7: Chöùng minh  

1. Chöùng minh caùc phöông trình sau luoân coù nghieäm:  

a) cosx+mcos2x=0    b) m(x-1)
3
(x+2)+2x+3=0 

c) (m
2
+m+1)x

4
+2x-2=0    d) (1-m

2
)(x+1)

3
+x

2
-x-3=0 

e) (2cos 2) 2sin 5 1m x x      f) (1-m
2
)x

5
-3x-1=0.  

2. Chöùng minh pt: x
3
-3x=m coù ít nhaát hai nghieäm vôùi moïi giaù trò m thuoäc khoaûng (-2; 2) 

3. Giaû söû cho hai haøm soá y=f(x) vaø y=f(x+
1

2
) ñeàu lieân tuïc treân [0; 1] vaø f(0)=f(1).   Chöùng minh pt: 

f(x) - f(x+
1

2
)=0 luoân coù nghieäm trong ñoaïn [0; ½]  

4. Cho pt: x
4
-x-3=0. Chöùng minh phöông trình naøy coù nghieäm x0 thuoäc (1; 2) vaø

7
0 12x     
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Hình học: BÀI TẬP ÔN TẬP VỀ QUAN HỆ VUÔNG GÓC  

 

BÀI 1. Cho tứ diện ABCD có AB  (BCD). Trong tam giác BCD vẽ các đường cao BE và DF cắt nhau tại 

O. Trong mp(ACD) vẽ DK   AC. Gọi H là trực tâm của tam giác ACD. 

a) Chứng minh  CD ABE  ,  DF ABC ,   AC DFK  

b) Chứng minh (ACD)   (ABE) và (ACD)   (DFK). 

c) Chứng minh OH   (ACD). 

BÀI 2. Cho hình chóp S.ABCD có các mặt bên SAB và SAD cùng vuông góc với (ABCD). Biết ABCD là 

hình vuông và SA = AB. Gọi M là trung điểm của SC. Chứng minh: 

a) Chứng minh  SA ABCD ,    SBC SAB ,    SCD SAD  

b) (SAC)   (SBD).             

c) (SCD)   (ABM). 

BÀI 3. Cho tam giác đều ABC. Trên đường thẳng d vuông góc với mp(ABC) tại A lấy điểm S.  

Gọi D là trung điểm của BC. 

a) Chứng minh  BC SAD , (SAD) (SBC). 

b) Kẻ CIAB, CKSB. Chứng minh SB (ICK). 

c) Kẻ BMAC, MNSC. Chứng minh SCBN. 

d) Chứng minh (CIK) (SBC) và (MBN) (SBC). 

e) MB cắt CI tại G, CK cắt BN tại H. Chứng minh GH (SBC). 

f) Chứng minh 6 điểm B, C, I, K, M, N cách đều D. 

BÀI 4. Cho hình chóp S.ABCD có đáy là hình vuông cạnh bằng a, SAB là tam giác đều, SCD là tam giác 

vuông cân đỉnh S. Gọi I, J là trung điểm của AB và CD. 

a) Tính các độ dài các cạnh của hình chóp S.ABCD theo a 

b) Tính các cạnh của tam giác SIJ theo a. Chứng minh tam giác SIJ vuông tại S.  

c) Chứng minh SI  (SCD), SJ  (SAB). 

d) Gọi SH là đường cao của tam giác SIJ. Chứng minh SH   AC và tính độ dài SH theo a.  

e) Gọi M là điểm thuộc BD sao cho BM   SA. Tính AM theo a. 

 


